A method of realization of bialgebras, and Hopf algebras associated to
  some realizations by Mourre, Eric
ar
X
iv
:m
at
h-
ph
/0
31
20
49
v1
  1
9 
D
ec
 2
00
3
Remarques sur une me´thode de re´alisation de
bige`bres,
et alge`bres de Hopf associe´es a` certaines
re´alisations
Eric Mourre
2003
Abstract
This article introduces a method, which starting from simple and
quite general mathematical data, allows to construct linear algebras of
operators which are, each of them, endowed with a bialgebra structure
(coproduct and counity ), (thm 2.1, 2.2, 2.3) . Moreover under some
explicit and natural conditions on theses mathematical data we obtain
linear algebras of operators with the following property: each of them,
is either a Hopf algebra, or its bialgebra structure determines a more
abstract Hopf algebra associated with it. Finally, we describe a more
general abstract condition for theses bialgebras to admit a unique as-
sociated Hopf algebra.
The presentation is adapted to the cases where the algebras of linear
operators are not finitely generated.
This article is restricted to the exposition of the method of construc-
tion and to the proofs of existence and uniqueness of the structures
associated with each algebra of linear operators that are constructed.
Nevertheless, it may be noticed that the ideals of relations associ-
ated with bialgebras that are obtained determine an algebraic domain
which is of theoretical interest .
—–
L’objet de cet article est la pre´sentation d’une me´thode qui per-
met a` partir de donne´es simples de re´aliser des familles d’alge`bres
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d’ope´rateurs line´aires qui sont munies d’une structure de bige`bre (the´o-
re`mes 2.1, 2.2, 2.3 ). On met en e´vidence des re´alisations suffisamment
ge´ne´rales d’alge`bres d’ope´rateurs line´aires pour lesquelles la struc-
ture de bige`bre obtenue de´termine un ide´al minimal qui soit aussi
un coide´al et tel que la bige`bre quotient soit une alge`bre de Hopf
(the´ore`mes 3.1, 3.2 ). Finalement le the´ore`me (4.1), plus abstrait,
donne pour une re´alisation de bige`bre ge´ne´rale, une condition suff-
isante, pour que la bige`bre admette une alge`bre de Hopf canonique-
ment associe´e. On se limite dans cet article a` la description de la
me´thode et a` la de´monstration de l’existence et de l’unicite´ des struc-
tures construites sur chacune des alge`bres d’ope´rateurs re´alise´es. Les
bige`bres sont obtenues par l’action et en particulier la repre´sentation
de bige`bres libres sur des alge`bres tensorielles ; l’alge`bre image obtenue
par une repre´sentation n’est, en ge´ne´ral, pas une bige`bre. Notons que
les ide´aux des relations, associe´s par la construction propose´e sont
alors des objets alge´briques, the´oriquement inte´ressants.
Mots clef: Re´alisation de bige`bres, alge`bres de hopf associe´es
Pre´tirage: CPT-2003/P.4544
Introduction.
L’e´tude des bige`bres et des alge`bres de Hopf s’est de´veloppe´e dans le
cadre des groupes classiques et plus re´cemment autour des exemples que
constituent les groupes quantiques .
Les re´sultats pre´sente´s dans cet article concernent plutoˆt la the´orie ge´ne´rale
des bige`bres, parce que la construction pre´sente´e nous donne des alge`bres
d’ope´rateurs line´aires, explicites qui sont chacune munies d’une structure de
bige`bre; la construction propose´e pre´sente en ce sens un inte´reˆt the´orique .
La pre´sentation de la me´thode est adapte´e a` la re´alisation de bige`bres qui
ne soient pas ne´cessairement finiment engendre´es.
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Dans le paragraphe (1), on introduit les de´finitions des diffe´rents types
de coge`bres sur lesquelles repose la construction , ainsi que les ope´rateurs
invariants a` droite qui leurs sont attache´s. On introduit aussi les bige`bres
tensorielles contruites sur ces coge`bres, dont nous aurons besoin dans la suite .
Le paragraphe (2) expose la me´thode de re´alisation des bige`bres, base´e
sur le lemme 2.1 et le the´ore`me 2.1; l’existence d’une structure effective de
bige`bre est de´montre´e dans les the´ore`mes 2.2 et 2.3 . Ce dernier the´ore`me
donne des conditions suffisantes qui permettent d’obtenir des bige`bres dont
l’ide´al des relations est engendre´ par une re´union de´nombrable d’espaces vec-
toriels (de relations ), qui sont des coide´aux de dimensions finies .
Le paragraphe (3) de´crit des conditions explicites sur les donne´es initiales
qui permettent de construire des alge`bres d’ope´rateurs line´aires ayant cha-
cune la proprie´te´ suivante : soit c’est une alge`bre de Hopf, soit la structure
de bige`bre dont elle est munie, de´termine une alge`bre de Hopf, plus abstraite,
qui lui est associe´e .
Le paragraphe (4), pour des bige`bres obtenues essentiellement sous les
hypothe`ses du the´ore`me 2.3, met en e´vidence, dans un cadre plus ge´ne´ral
que celui du paragraphe (3) , l’hypothe`se qui permet d’associer une alge`bre
de Hopf a` certaines des bige`bres re´alise´es .
1 Quelques e´le´ments ne´cessaires a` la re´alisation
explicite de bige`bres .
Ce paragraphe pre´sente les outils e´le´mentaires qui permettent la construction
explicite et simple de bige`bres .
En particulier les bige`bres libres, sont un re´ceptacle , et les bige`bres con-
struites seront des sous alge`bres de l’alge`bre des ope´rateurs invariants a` droite
agissant sur une bige`bre libre. D’autre par la structure de coge`bre joue un roˆle
particulier dans la construction, ainsi que les structures duale et pre´duale,
pour lesquelles on de´crit quelques relations e´le´mentaires .
On introduit ici les de´finitions essentielles que l’on utilisera .
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Les alge`bres que l’on conside`re sont des alge`bres associatives sur C , avec
unite´. Les morphismes d’alge`bres pre´serveront l’identite´ .
De´finition 1.1 (Coge`bre .)
Une coge`bre est un espace vectoriel V muni d’un coproduit ∆ , et d’une
counite´ ǫ , qui sont des applications line´aires :
∆ : V → V ⊗ V
ǫ : V → C.
∆ est coassociatif:
(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆
comme applications line´aires de V dans V ⊗ V ⊗ V.
La counite´ ve´rifiant:
(ǫ⊗ id) ◦∆ = (id ⊗ ǫ) ◦∆ = id : V → V .
Etant donne´e une coge`bre : V (∆, ǫ) , pour tout v ∈ V on notera:
∆(v) =
∑
k
v
′
k ⊗ v
′′
k .
De´finition 1.2 (Bige`bre .)
Une bige`bre A(∆, ǫ) est une alge`bre associative A , avec unite´, et munie d’une
structure de coge`bre telle que le coproduit et la counite´ soient des morphismes
d’alge`bres .
De´finition 1.3 (Alge`bre de Hopf .)
Une alge`bre de Hopf H est une bige`bre H(∆, ǫ) munie d’une application
line´aire S : H → H qui ve´rifie pour tout h dans H :
∑
k
h
′
k.S(h
′′
k) = ǫ(h)uH
et ∑
k
S(h
′
k).h
′′
k = ǫ(h)uH
ou` uH est l’unite´ dans l’alge`bre H et :
∆(h) =
∑
k
h
′
k ⊗ h
′′
k .
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S est appele´e l’antipode de l’alge`bre de Hopf . Elle est unique, et est
ne´cessairement un anti-homomorphisme d’alge`bre et un anti-homomorphisme
de coge`bre.
Une re´fe´rence sur les structures d’alge`bres associatives, de coge`bres, bige`bres,
et d’alge`bres de Hopf est [1]; pour les groupes quantiques, et l’ e´tude de
la structure d’alge`bre de Hopf quasi-triangulaire mise en e´vidence dans [4],
pour l’e´tude de nombreux exemples, ainsi que pour avoir des re´fe´rences plus
comple`tes une re´fe´rence est: [2].
Le lemme 2.1 a e´te´ publie´ ante´rieurement sous une forme diffe´rente [3]; mais
nous montrons dans cet article comment l’on peut l’utiliser pour construire
des structures alge´briques particulie`res.
Signalons encore que les bige`bres obtenues ne sont pas ne´cessairement des
alge`bres finiment engendre´es .
1.1 Bige`bre libre construite sur une coge`bre .
L’exemple typique et inte´ressant de coge`bres, utiles pour la construction de
bige`bres pre´sente´e dans cette note, est celui des coge`bres de dimensions finies
que nous pre´sentons pour e´clairer les notations, mais il ne sera pas ne´cessaire
de s’y restreindre.
Soit E une alge`bre associative sur C avec unite´, et de dimension finie; soit
F son dual ;
F est muni d’une structure de coge`bre. Le coproduit et la counite´ sont de´finis
par:
∆ : F → F ⊗ F et ǫ : F → C
∆f(e1 ⊗ e2) = f(e1.e2) ∀f ∈ F, et ∀e1, e2 ∈ E
ǫ(f) = f(uE) ou` uE est l’unite´ dans E .
La coassociativite´ de ∆ est assure´e par l’associativite´ du produit dans E:
(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆
et
(ǫ⊗ id) ◦∆ = (id⊗ ǫ) ◦∆ = id : F → F .
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Pour toute base (ei)i∈I de l’alge`bre E en de´signant par (fi)i∈I la base canon-
ique duale de la coge`bre F on a:
∆fi =
∑
l,m
el,mi fl ⊗ fm
ou`:
el.em =
∑
i
el,mi e
i
et de plus l’on a :
uE =
∑
i
ǫ(fi)e
i .
Dans ce qui suit nous ne supposerons plus que les coge`bres utilise´es comme
points de de´part de la construction sont de dimensions finies.
Nous aurons besoin pour e´noncer les propositions et les the´ore`mes par la
suite , de de´finir diffe´rents types de coge`bres .
De´finition 1.4 (Espace vectoriel a` base de´nombrable .) C’est un
espace vectoriel F qui est la somme directe d’une famille de´nombrable d’espaces
vectoriels de dimensions finies (Fα)α∈N .
De´finition 1.5 (Formes a` support fini sur un espace a` base de´nombrable.)
Une forme ω ∈ F ∗ est a` support fini si ω(Fα) = 0 sauf pour un nombre fini
d’indices α .
De´finition 1.6 (Coge`bre de type fini .)
Une coge`bre de type fini F est un espace vectoriel a` base de´nombrable
muni d’un coproduit coassociatif, et d’une counite´ , telle que tout sous espace
vectoriel de dimension finie de F soit contenu dans une sous coge`bre de
dimension finie de F .
De´finition 1.7 (Coge`bre cofinie.) Une coge`bre cofinie est un es-
pace vectoriel a` base de´nombrable muni d’un coproduit coassociatif et d’une
counite´ , telle que pour tout f ∈ F
∆(f) =
∑
k f
′
k⊗f
′′
k n’invoque q’une sommation finie , de termes line´airement
inde´pendants dans F ⊗ F .
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De´finition 1.8 (Coge`bre re´gulie`re .) Une coge`bre re´gulie`re est un
espace vectoriel a` base de´nombrable muni d’un coproduit coassociatif et d’une
counite´ qui ve´rifient,
en notant pour tout f ∈ F
∆(f) =
∑
k
f
′
k ⊗ f
′′
k
et en supposant que les vecteurs f
′
k⊗f
′′
k sont line´airement inde´pendants dans
F ⊗ F :
a) pour tout f ∈ F , et tout sous espace vectoriel Fn ⊂ F de dimension finie,
l’ensemble des indices k, tels que 0 6= f
′
k ⊗ f
′′
k ∈ Fn ⊗ F ou F ⊗ Fn , est fini.
b) pour tout sous espace vectoriel Fn de dimension finie, l’ensemble des
vecteurs f tels que ∀k , C.f
′
k ⊗ f
′′
k ∩Fn⊗Fn = 0 est un sous espace vectoriel
de codimension finie .
c) pour tout f ∈ F l’ensemble des indices k tels que ǫ ⊗ id(f
′
k ⊗ f
′′
k ) ou
id⊗ ǫ(f
′
k ⊗ f
′′
k ) soient non nuls, est un ensemble fini .
Proposition 1.1 (Bige`bre libre construite sur une coge`bre F . )
Soit F (∆, ǫ) une coge`bre re´gulie`re.
Soit T (F ) l’alge`bre tensorielle construite sur l’espace vectoriel F ;
T (F ) = C ⊕ F ⊕ F ⊗ F ⊕ . . .⊕⊗nF ⊕ . . .
Alors il existe un unique morphisme d’alge`bres, coassociatif:
∆ : T (F )→ T (F )⊗ T (F )
et une unique counite´ , qui soit un morphisme d’alge`bres :
ǫ : T (F )→ C
qui ve´rifient sur C ⊕ F ⊂ T (F ) :
1 ∈ C; ∆(1) = 1⊗ 1, ǫ(1) = 1
∀f ∈ F , ∆(f) et ǫ(f) co¨ıncident avec le coproduit et la counite´ de la coge`bre
F .
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De´monstration:
Puisque T (F ) est l’alge`bre associative libre construite sur F il n’y a pas
d’obstructions a` e´tendre par morphismes d’alge`bres associatives les applica-
tions line´aires ∆ et ǫ de´finies de F dans T (F )⊗ T (F ) ou C; de plus les
relations associe´es a` l’identification de 1 ∈ C a` l’unite´ de T (F ) sont compat-
ibles avec ∆ et ǫ .Finalement l’on a :
(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆
et
(ǫ⊗ id) ◦∆ = (id⊗ ǫ) ◦∆ = id : T (F )→ T (F )
parce qu’elles correspondent a` des identite´s entre morphismes d’alge`bres qui
co¨ıncident sur les ge´ne´rateurs. Ainsi l’image par le coproduit s’explicite:
∆(f1 ⊗ f2 ⊗ . . .⊗ fn) =
∑
k1,k2,...,kn
(f ′k1 ⊗ f
′
k2 ⊗ ..⊗ f
′
kn)⊗ (f
′′
k1 ⊗ f
′′
k2 ⊗ ..⊗ f
′′
kn)
ou`
∆(fi) =
∑
ki
f
′
ki ⊗ f
′′
ki.
On remarque que la bige`bre tensorielle construite sur une coge`bre re´gulie`re
est encore une coge`bre re´gulie`re ; elle est de plus la somme directe des sous
coge`bres ⊗nF , n ≥ 0 .
Remarque 1.1 Lorsque F est la coge`bre duale d’une alge`bre E de dimension
finie, le coproduit
∆ : F ⊗ F ⊗ . . .⊗ F → (F ⊗ F ⊗ . . .⊗ F )⊗ (F ⊗ F ⊗ . . .⊗ F )
correspond au coproduit de la coge`bre duale de l’alge`bre
E ⊗ E ⊗ . . .⊗ E
munie du produit ordinaire de´fini sur un produit tensoriel d’alge`bres .On a
donc la proposition suivante .
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Proposition 1.2 Soit E une alge`bre associative avec unite´, de dimension
finie et F la coge`bre duale : F = E∗. La structure de coge`bre de T (F ) de´finie
par sa structure de bige`bre correspond a` celle d’une sous-coge`bre du dual de
l’alge`bre A(E), produit directe des alge`bres ⊗nE:
A(E) =
∏
n∈N
⊗nE .
Remarquons simplement que pour tout n le sous espace Tn(F ) suivant est
une sous coge`bre de T (F ) :
Tn(F ) = C ⊕ F ⊕ . . .⊕⊗
nF
et que l’alge`bre duale est An(E):
An(E) = C ⊕E ⊕ . . .⊕⊗nE
son unite´ e´tant: 1C + uE + uE ⊗ uE + . . .+⊗
nuE .
1.2 Alge`bre des ope´rateurs invariants a` droite sur une
coge`bre .
De´finition 1.9 Soit F une coge`bre munie du coproduit ∆ et de la counite´ ǫ;
un ope´rateur line´aire
X : F → F
est dit invariant a` droite s’ il ve´rifie:
∆ ◦X = (X ⊗ id) ◦∆ .
Ils de´terminent la sous alge`bre des ope´rateurs invariants a` droite :
Invd(F, F ) ⊂ Hom(F, F ) .
Proposition 1.3 Soit F une coge`bre cofinie ; alors l’ ensemble des ope´rateurs
invariants a` droite Invd(F, F ), est une sous alge`bre de l’alge`bre Hom(F, F )
des ope´rateurs line´aires sur F , qui est anti-isomorphe en tant qu’ alge`bre au
dual F ∗ de la coge`bre coassociative F . La bijection est donne´e par:
i : X ∈ Invd(F, F )→ i(X) = ǫ ◦X ∈ F
∗,
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l’application re´ciproque par:
i−1 : ω ∈ F ∗ → (ω ⊗ id) ◦∆ ∈ Invd(F, F ) .
Et la forme biline´aire entre une coge`bre F (∆, ǫ) et l’espace Invd(F, F ) des
ope´rateurs invariants a` droite est donne´e par :
< X, f >= ǫ ◦X(f).
On remarque que dans le cas d’une coge`bre cofinie, l’identication des ope´rateurs
invariants a` droite avec l’alge`bre (oppose´e) de F ∗ ne ne´cessite pas de pre´cautions
sur le choix des formes dans F ∗ ; ce n’est de´ja plus le cas pour les coge`bres
re´gulie`res, ou` dans cette note on se restreindra a` un type de formes tre´s
particulier .
Proposition 1.4 Soit une coge`bre re´gulie`re F (∆, ǫ); c’est en particulier un
espace vectoriel a` base de´nombrable .
Alors l’espace vectoriel des formes a` support fini est muni d’une structure
d’alge`bre associative anti-isomorphe a` l’alge`bre des ope´rateurs invariants a`
droite qu’elles de´finissent :Invd,f(F, F ) . Pour tout forme ω a` support fini
on a:
Xω(f) = ω ⊗ id(∆(f)
et
ω(f) = ǫ ◦Xω(f).
De´finition 1.10 (Formes re´gulie`res. Ope´rateurs invariants a` droite re´guliers. )
Les ope´rateurs invariants a` droite obtenus a` partir de formes a` support
fini, et l’ope´rateur identite´, sur une coge`bre re´gulie`re F seront dans la suite
de´signe´s sous le terme d’ope´rateurs invariants a` droite re´guliers; l’alge`bre
sera de´signe´e par : Invd,r(F, F ).
Proposition 1.5 (Groupe des e´le´ments inversibles dans Invd,r(F, F ) .)
Soit F (∆, ǫ) une coge`bre re´gulie`re et soit B une sous alge`bre de l’alge`bre des
formes a` support fini sur F ;
supposont B de dimension finie et avec unite´ : ǫB .
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Si u ∈ B admet u−1 pour inverse dans B ,
alors u + (ǫ − ǫB) est inversible dans l’alge`bre des formes re´gulie`res et son
inverse est :
u−1 + (ǫ− ǫB) .
L’ensemble des e´le´ments inversibles obtenus de cette manie`re dans Invd,r(F, F )
engendre un groupe.
Dans la section 3 on aura besoin d’utiliser les proprie´te´s associe´es a` des
coge`bres plus courantes .
De´finition 1.11 (Coge`bre fortement re´gulie`re.) C’est une coge`bre re´gulie`re
F qui ve´rifie la proprie´te´ suivante:
pour tout sous espace vectoriel Ω de dimension finie de formes ∈ F ∗, a` sup-
port fini, il existe un coide´al J ⊂ F , de codimension finie, tel que
Ω(J) = 0
Proposition 1.6 Soit F une coge`bre fortement re´gulie`re et X ⊂ Invd,r(F, F ),
un sous espace vectoriel de dimension fini d’ope´rateurs invariants a` droite
re´guliers agissant sur F , alors l’alge`bre engendre´e par X est de dimension
finie .
Le proble`me de la recherche d’une notion de formes plus ge´ne´rale sur une
coge`bre re´gulie`re, ou fortement re´gulie`re, et adapte´e au contexte de cette
note n’est pas aborde´.
De´finition 1.12 Soit E une alge`bre, son dual E∗ n’admet pas, en ge´ne´ral,
une structure de coge`bre mais on peut de´finir la notion de sous coge`bre de
E∗: c’est une coge`bre F (∆, ǫ) qui ve´rifie:
F (∆, ǫ) ⊂ E∗,
∀f ∈ F, f(e1.e2) = ∆(f)(e1 ⊗ e2)) ,
ǫ(f) = f(uE) .
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Alors on a:
Proposition 1.7 Soient E une alge`bre et F (∆, ǫ) une sous coge`bre de E∗ ;
pour tout e ∈ E la transposition e.t de l’ope´rateur multiplication a` gauche,
e. : E → E , est bien de´finie comme ope´rateur de F → F , et c’est un
ope´rateur invariant a` droite de F → F et l’on a :
i(e.t)(f) = f(e).
2 Re´alisation explicite de bige`bres .
Le lemme suivant donne un proce´de´ pour construire des familles (Xi)i d’ope´rateurs
line´aires d’une alge`bre tensorielle T (V ) dans une alge`bre associative B, qui
ont la proprie´te´ suivante :
pour tout ide´al I(R) de T (V ) engendre´ par un ensemble d’e´le´ments R ⊂
T (V ) alors :
Xi(R) = 0 ∈ B, ∀i ⇒ Xi(I(R)) = 0 ∈ B, ∀i.
Lemme 2.1 Soit V un espace vectoriel (somme directe d’une famille de´nombrable
d’espaces vectoriels de dimensions finies ) , T (V ) l’alge`bre tensorielle as-
socie´e, et B une alge`bre associative avec unite´ 1B.
Soit L une coge`bre cofinie, de coproduit ∆ , de counite´ ǫ , et x une application
line´aire de L dans Hom(V,B), l’espace des applications line´aires de V dans
B :
x : L→ Hom(V,B)
alors il existe une unique application line´aire :
X : L→ Hom(T (V ), B)
qui ve´rifie:
1) pour 1 ∈ T (V ), X(l)(1) = ǫ(l)1B
2) pour v ∈ V ⊂ T (V ), X(l)(v) = x(l)(v)
3) pour tout couple w1, w2 d’e´le´ments dans T (V ):
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X(l)(w1 · w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).BX(l
′′
k)(w2)
ou` :
∆(l) =
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k .
De´monstration:
Si L n’est pas de dimension finie il est naturel de supposer que pour tout
l ∈ L , ∆(l) =
∑
k l
′
k ⊗ l
′′
k , n’invoque qu’une sommation finie de termes
line´airement inde´pendants dans L⊗ L .
Notons par ∆(n) : L→ ⊗n+1L , l’ application line´aire obtenue par:
⊗n−1(id)⊗∆ ◦ ⊗n−2(id)⊗∆ ◦ . . . ◦∆.
Alors ⊗n+1(x) ◦∆(n) est une application line´aire de
L dans Hom(⊗n+1V → ⊗n+1B) ; finalement en composant avec le produit
ordonne´ : ⊗n+1B → B, pour chaque l , on obtient un ope´rateur note´Xn+1(l),
dans Hom(⊗n+1V,B), et par line´arite´ on de´finit l’ope´rateur :
X(l) : V ⊕ V ⊗ V ⊕ . . .⊕⊗nV ⊕ . . .→ B.
Ils ve´rifient pour w1 ∈ ⊗
pV et, w2 ∈ ⊗
qV , w1 · w2 ∈ ⊗
p+qV :
X(l)(w1 · w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).X(l
′′
k)(w2) .
Cette proprie´te´ est la conse´quence de la coassociativite´ du coproduit sur
L .
De plus on la pre´serve sur T (L) en imposant sur C : X(l)(1) = ǫ(l).1B .
The´ore`me 2.1 Soit L(∆L, ǫL) une coge`bre cofinie, F (∆F , ǫF ) une coge`bre
re´gulie`re, et x une application line´aire de la coge`bre L dans l’alge`bre des
ope´rateurs invariants a` droite agissant sur la coge`bre F . On conside`re F
comme e´tant inclus dans l’alge`bre associative avec unite´ T (F ).
x : L→ Invd(F, F )
de´finit une application line´aire de L dans Hom(F, T (F )), et le lemme 2.1
de´finit donc pour chaque l ∈ L un ope´rateur X(l) :
X(l) : T (F )→ T (F ) .
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Ils ve´rifient :
1) X(l)(1T (F )) = ǫL(l).1T (F ) ;
2) X(l)(f) = x(l)(f) ∀f ∈ F ;
3) Pour tout w1, w2 ∈ T (F )
X(l)(w1 · w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1) ·X(l
′′
k)(w2)
ou` ∆L(l) =
∑
k l
′
k ⊗ l
′′
k ;
4) Pour tout n ≥ 0, X(l) : ⊗nF → ⊗nF ;
5) Les ope´rateurs X(l) sont des ope´rateurs invariants a` droite sur la
bige`bre libre T (F ) .
De´monstration:
Les proprie´te´s 1,2,3 proviennent du lemme 2.1 et la proprie´te´ 4 est une
conse´quence du fait que : x(l) : F → F transforme simplement F dans F et
des proprie´te´s 1 et 3 . De´montrons la proprie´te´ 5 :
Soit la bige`bre libre T (F ), notons par ∆F et ǫF son coproduit et sa
counite´, qui sont des morphismes d’alge`bres respectivement de
T (F )→ T (F )⊗ T (F ) et de T (F )→ C ; notons encore par ∆L le coproduit
sur la coge`bre L et ǫL la counite´; soit :
Y (l) = ∆F ◦X(l) , Z(l) = (X(l)⊗ id) ◦∆F .
Ce sont des ope´rateurs de T (F ) dans T (F )⊗ T (F ) qui ve´rifient:
Y (l)(1T (F )) = ǫL(l).1T (F ) ⊗ 1T (F ) = Z(l)(1T (F )) ;
par hypothe`se les ope´rateurs x(l) sont des ope´rateurs invariants a` droite sur
F
et donc :
∀f ∈ F, Y (l)(f) = Z(l)(f) .
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D’ autre part pour tout w1, w2 ∈ T (F ) on a :
Y (l)(w1 · w2) =
∑
k
Y (l
′
k)(w1).T (F )⊗T (F )Y (l
′′
k)(w2)
les ope´rateurs Z(l) ve´rifient aussi:
Z(l)(w1 · w2) =
∑
k
Z(l
′
k)(w1).T (F )⊗T (F )Z(l
′′
k)(w2)
ou` :
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k = ∆L(l) .
Les ope´rateurs X(l) sont donc bien des ope´rateurs invariants a` droite sur la
bige`bre T (F )(∆F , ǫF ), parce que les ope´rateurs Y (l) et Z(l) co¨ıncident .
Il est important pour avoir un coproduit sur la sous alge`bre engendre´e par
l’ope´rateur identite´ et la famille d’ ope´rateurs (X(l))l∈L ⊂ Hom(T (F ), T (F )),
que ces ope´rateurs soient des ope´rateurs invariants a` droite sur la bige`bre
T (F )(∆F , ǫF ) .Ceci est de´montre´ dans le the´ore`me suivant sous une condi-
tion plus restrictive: x(L) ⊂ Invd,r(F, F ).
The´ore`me 2.2 Soit L et F deux coge`bres ve´rifiant :
a) L est une coge`bre cofinie ;
b) F est une coge`bre re´gulie`re ;
Soit x : L → Invd,r(F, F ) une application line´aire de la coge`bre L dans
les ope´rateurs invariants a` droite re´guliers agissant sur la coge`bre F et soit :
X(l) ∈ Invd(T (F ), T (F ) ⊂ Hom(T (F ), T (F ))
les ope´rateurs donne´s par le the´ore`me 2.1
Alors l’alge`bre Ux, engendre´e par les ope´rateurs X(l), l ∈ L et l’identite´
est munie d’une unique structure de bige`bre Ux(∆L, ǫL) telle que :
∆L : Ux → Ux ⊗ Ux e´tend par morphisme d’alge`bres le coproduit de´fini
sur les ge´ne´rateurs par :
∆L : X(l)→
∑
k
X(l
′
k)⊗X(l
′′
k)
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∆L : 1Ux → 1Ux ⊗ 1Ux
ou` ∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k = ∆L(l)
et la counite´ ǫL : Ux → C e´tend par morphisme d’alge`bres la counite´ de´finie
sur les ge´ne´rateurs par:
ǫL(1Ux) = 1, ǫL(X(l)) = ǫL(l).
De´monstration:
pour un monoˆme forme´ avec les ge´ne´rateurs de Ux nous avons, pour tout
couple w1, w2 ∈ T (F ) :
X(l1) ◦X(l2) ◦ . . . ◦X(ln)(w1 · w2)
est e´gal a` :
∑
k1,k2,..,kn
X(l
′
k1) ◦X(l
′
k2) ◦ . . . ◦X(l
′
kn)(w1) ·X(l
′′
k1) ◦X(l
′′
k2) ◦ . . . ◦X(l
′′
kn)(w2) .
Ainsi a` tout polynoˆme Z forme´ sur les ge´ne´rateurs 1 et X(l)) on associe
par line´arite´ un e´le´ment de Ux ⊗ Ux qui satisfait la proprie´te´ pre´ce´dente; le
point est qu’en ge´ne´ral ceci ne de´finit pas une application de
Ux → Ux⊗Ux , puisque un meˆme ope´rateur est repre´sente´ par des polynoˆmes
diffe´rents ; de´montrons dans notre cas que l’on a bien une application de
Ux → Ux⊗Ux qui sera alors clairement un morphisme d’alge`bres. Supposons
Z(w) = 0 , ∀ w ∈ T (F )); Soit un e´le´ment
∑
k Z
′
k ⊗ Z
′′
k ∈ Ux ⊗ Ux tel que :
Z(w1 · w2) =
∑
k
Z
′
k(w1) · Z
′′
k (w2), ∀w1, w2 ∈ T (F ).
Montrons que pour tout e´le´ment w1 ⊗ w2 ∈ T (F )⊗ T (F )
∑
k
Z
′
k(w1)⊗ Z
′′
k (w2) = 0 dans T (F )⊗ T (F ).
F e´tant une coge`bre re´gulie`re T (F ) est une bige`bre (re´gulie`re) et nous avons:
∀w ∈ T (F ), w = (ǫ⊗ id)∆(w)
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Les ope´rateurs Z
′
k et Z
′′
k e´tant des ope´rateurs invariants a` droite re´guliers sur
T (F ) il s’en de´duit que:
∑
k
Z
′
k(w1)⊗ Z
′′
k (w2)
est donne´ par
∑
k
(ǫ ◦ Z
′
k ⊗ id)∆(w1)⊗ (ǫ ◦ Z
′′
k ⊗ id)∆(w2).
D’autre part notons:
∆(w1) =
∑
i
w
′
1,i ⊗ w
′′
1,i
∆(w2) =
∑
j
w
′
2,j ⊗ w
′′
2,j
et on obtient : ∑
k,i,j
ǫ ◦ Z
′
k(w
′
1,i).w
′′
1,i ⊗ ǫ ◦ Z
′′
k (w
′
2,j).w
′′
2,j
ou` les sommations sur les indices i, j s’effectuent sur un nombre fini de termes
non nuls. En effectuant d’abord la sommation en k et parce que ǫ est un
morphisme T (F )→ C on obtient 0 comme conse´quence de l’hypothe`se
Z : T (F )→ T (F ) = 0 ; en effet les sommes suivantes:
∑
k
ǫ ◦ Z
′
k(w
′
1,i).ǫ ◦ Z
′′
k (w
′
2,j)
s’e´crivent:
∑
k ǫ(Z
′
k(w
′
1,i).Z
′′
k (w
′
2,j)) = ǫ ◦ Z(w
′
1,i.w
′
2,j) = 0.
Ainsi ∆L est bien de´fini et c’est clairement un morphisme d’alge`bres ;
Pour ce qui concerne la counite´ , on remarque que les ope´rateurs de
l’alge`bre Ux laissent invariant le sous espace C ⊂ T (F ) ; et en de´finissant
pour u ∈ Ux
ǫL(u).1 = u(1)
on obtient un morphisme Ux → C qui satisfait les conditions sur les ge´ne´rateurs
X(l), l ∈ L et 1 . Les autres proprie´te´s de la structure de bige`bre en de´coulent.
Le the´ore`me suivant donne les conditions qui permettent d’obtenir une
information plus pre´cise sur l’ide´al des relations des bige`bres obtenues dans
le the´ore`me 2.2 .
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The´ore`me 2.3 Soit L et F deux coge`bres ve´rifiant :
a) L est une coge`bre de type fini.
b) F est une coge`bre fortement re´gulie`re.
Soit x : L → Invd,r(F, F ) une application line´aire de la coge`bre L dans
les ope´rateurs invariants a` droite re´guliers sur la coge`bre F .
Soit Ux(∆L, ǫL) la bige`bre donne´e par le the´ore`me 2.2 engendre´e par
l’identite´ de T (F ) dans T (F ) et les ope´rateurs X(l) :
X(l) ∈ Invd(T (F ), T (F ) ⊂ Hom(T (F ), T (F )) .
Alors:
soit le morphisme d’alge`bres , π : T (L)→ Ux de´fini sur les monoˆmes par :
π(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) = X(l
j1
i1 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in ) ;
il de´finit une action et en particulier une repre´sentation de T (L)(∆L, ǫL) sur
T (F ).
L’ide´al des relations Ix = kerπ ⊂ T (L) est engendre´ par une re´union
de´nombrable (Rα)α∈N d’espaces vectoriels de dimensions finies qui sont cha-
cun des coide´aux de la bige`bre T (L)(∆L; ǫL) .
La de´monstration repose sur les hypothe`ses , que L soit une coge`bre de type
fini, et que F soit une coge`bre fortement re´gulie`re ; ceci ayant en particulier
pour conse´quence (proposition 1.6) que les ope´rateurs X(Ln) ⊂ Invd,r(F, F )
engendrent une alge`bre de dimension finie, lorsque Ln est un sous espace
vectoriel de dimension finie de la coge`bre L .
3 Re´alisation de bige`bres pre´sentant une alge`bre
de Hopf associe´e .
Soit l’alge`bre K+ des matrices infinies vivant dans le demi-secteur supe´rieur.
Une matrice (mji ) est dans K
+ si mji = 0 lorsque j est strictement supe´rieur
a` i. Soit L+ la coge`bre duale; une base est forme´e par les e´le´ments de la suite
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lji avec i, j ∈ N et j ≤ i ; le coproduit et la co-unite´ sont de´finis par :
∆(lji ) =
∑
k∈(j,i)
ljk ⊗ l
k
i
ǫ(lji ) = δ(j, i)
Soit d’autre part les coge`bres :
L+n de´finies pour tout n ∈ N
comme e´tant les coge`bres duales des alge`bres M+n de matrices trigonales
supe´rieures.
De´finition 3.1 On dira qu’une coge`bre L est cotrigonale si c’est une somme
directe de coge`bres de´finies ci-dessus. De plus on de´signera par DL l’ensemble
obtenu par la re´union des e´le´ments lii diagonaux de chaque coge`bres inter-
venant dans la somme directe.
On a pour tout :
l ∈ DL : ǫ(l) = 1 et ∆(l) = l ⊗ l
The´ore`me 3.1 Soit F une coge`bre fortement re´gulie`re et L une coge`bre co-
trigonale;
soit x : L → Invd,r(F, F ) une application line´aire de L dans l’alge`bre des
ope´rateurs invariants a` droite re´guliers, ve´rifiant:
a)pour tout l ∈ DL , x(l) est un ope´rateur inversible dans Invd,r(F, F )
b) pour tout l ∈ DL il existe l
′
∈ DL tel que
x(l) ◦ x(l
′
) = id : F → F.
Alors :
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A) Soit la bige`bre Ux(∆L, ǫL) ⊂ Invd(T (F ), T (F )), engendre´e par les
ope´rateurs X(l) et l’identite´ :
il existe une solution unique dans l’alge`bre Ux , Y
j
i , j ≤ i au syste`me
d’e´quations :
∑
k
X(ljk) ◦ Y
k
i = ǫL(X(l
j
i )).1Ux = δ(i, j).1Ux
et ∑
k
Y jk ◦X(l
k
i ) = ǫL(X(l
j
i )).1Ux = δ(i, j).1Ux .
De plus chaque
Y ji
est donne´ par un polynoˆme explicite et fini dans les ge´ne´rateurs X(lml ) .
B) Soit le morphisme d’alge`bres , π : T (L)→ Ux de´fini par :
π(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) = X(l
j1
i1 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in ) ;
il de´finit une action et en particulier une repre´sentation de T (L) sur T (F ).
L’ide´al des relations Ix ⊂ T (L) est engendre´ par une re´union de´nombrable
R d’espaces vectoriels de dimensions finies qui sont chacun des coide´aux de
la bige`bre T (L)(∆L; ǫL) .
C) La condition ne´cessaire et suffisante pour que l’antipode existe sur la
bige`bre Ux(∆L, ǫL) est que l’ide´al bilate`re Ix des relations soit engendre´ par
un ensemble R de relations qui soit stable par l’anti-homomorphisme alors
de´fini S : T (L)→ T (L) , ve´rifiant π ◦ S(lji ) = Y
j
i .
De´monstration:
On se restreint au cas ou` la coge`bre cotrigonale L se re´duit a` la coge`bre
L+ .
Soit la matrice Mx a` coefficients dans Invd(T (F ), T (F )) de´finie par:
mji = X(l
j
i ) j ≤ i;
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il est facile de ve´rifier que cette matrice est inversible, et qu’ en particulier les
coefficients Y ji ∈ Invd(T (F ), T (F )) de la matrice inverse s’obtiennent comme
polynoˆmes finis explicites dans les ope´rateurs X(lml ) pour j ≤ i .Ceci repose
sur les faits que les ope´rateurs sur la diagonale X(lii) sont tous inversibles et
que la matrice (Xji ) est de structure triangulaire .
Donc nous obtenons l’unique solution (dans Ux(∆L, ǫL) ) au proble`me
suivant : ∑
k
X(ljk) ◦ Y
k
i = ǫL(X(l
j
i )).1Ux = δ(i, j).1Ux
et ∑
k
Y jk ◦X(l
k
i ) = ǫL(X(l
j
i )).1Ux = δ(i, j).1Ux
ce qui de´finit l’application S1(X(l
j
i ) = Y
j
i .
L’ide´al des relations de la bige`bre Ux(∆L; ǫL), se de´crit de la manie`re
suivante:
l’application line´aire π : T (L)→ Invd(T (F ), T (F )) donne´e par
π(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) = X(l
j1
i1 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in )
est une action de T (L) sur T (F ) et en particulier une repre´sentation dont
l’ide´al associe´ Ix ⊂ T (L) caracte´rise les relations dans Ux .
On montre parceque d’une part L est une coge`bre cotrigonale et donc de
type fini, et d’autre part , F est une coge`bre fortement re´gulie`re, que l’ide´al
Ix est engendre´ par une re´union de´nombrable d’espaces vectoriels de dimen-
sions finies qui sont chacun des coide´aux de T (L)(∆L, ǫL) .
La condition ne´cessaire et suffisante pour avoir une antipode sur Ux(∆L, ǫL)
est que les relations soient compatibles avec l’anti-homomorphisme a priori
de´fini sur les ge´ne´rateurs; ceci finit la de´monstration du the´ore`me 3.1 .
Mais en fait on va de´montrer des proprie´te´s plus fortes dans la bige`bre
Ux(∆L, ǫL) qui conduisent au the´ore`me 3.2 .
Si l’on choisit une de´termination particulie`re de l’inverse de l’ope´rateur
diagonal X ii , (i, i) ∈ DL on obtient alors une application S
r
1 : L → T (L) qui
ve´rifie :
π(Sr1(l
j
i ) = Y
j
i
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ou` π est le morphisme d’alge`bres, de T (L) dans Ux , de´fini par :
π(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) = X(l
j1
i1 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in ) .
Soit Sr l’application line´aire de T (L) dans T (L) obtenue en prolongeant Sr1
par anti-homomorphisme .
D’autre part on montre que les Y ji sont uniquement de´termine´s comme
solution du proble`me pre´ce´dent et qu’ils satisfont:
∆LY
j
i =
∑
k∈(j,i)
Y ki ⊗ Y
j
k ;
on montre de plus que dans l’espace vectoriel des monoˆmes d’ordre n
w = lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ∈ ⊗
n(L) :
la solution du proble`me :
∑
k1,..kn
X(lj1k1) ◦ . . . ◦X(l
jn
kn) ◦ Y
k1,..,kn
i1,..,in = ǫ(X(l
j1
i1 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in )).1Ux
est unique dans la bige`bre Ux et est donne´e par:
Y k1,..,kni1,..,in = Y
kn
in ◦ .. ◦ Y
k1
i1 = π(S
r(lk1i1 ⊗ . . .⊗ l
kn
in ) .
The´ore`me 3.2 Soit F une coge`bre fortement re´gulie`re, L une coge`bre co-
trigonale ; soit x : L → Invd,r(F, F ) une application line´aire de L dans
Invd,r(F, F ) qui ve´rifie:
a)pour tout l ∈ DL , x(l) est un ope´rateur inversible dans Invd,r(F, F )
b) pour tout l ∈ DL il existe l
′
∈ DL tel que
x(l) ◦ x(l
′
) = id : F → F.
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Alors :
Soit T (L)(∆L, ǫL) la bige`bre universelle et soit Ix l’ide´al associe´ par le
morphisme d’alge`bres π : T (L)→ Ux de´fini par :
π : lj1i1 ⊗ l
j2
i2 ⊗ . . .⊗ l
jn
in → X(l
j1
i1 ) ◦X(l
j2
i2 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in )
Soit Sr de T (L)→ T (L) l’application line´aire pre´ce´demment de´finie .
Alors :
A) l’ide´al Ix est un coide´al;
B) il existe un ide´al minimal Jx de la bige`bre libre T (L)(∆L, ǫL) ve´rifiant :
1) Ix ⊂ Jx
2) Jx est laisse´ invariant par S
r
3) Jx est un coide´al de la bige`bre T (L)(∆L, ǫL) .
C) Hx = T (L)(∆L, ǫL)/Jx est l’ alge`bre de Hopf, canoniquement associe´e
a` la bige`bre Ux(∆L, ǫL).
De´monstration:
On admettra dans cette note que l’ide´al Ix est aussi un coide´al :
∆LIx ⊂ Ix ⊗ T (L) + T (L)⊗ Ix.
Dans le the´ore`me 3.1 on a pre´cise´ les hypothe`ses qui permettent de le de´duire:
L est une coge`bre de type fini , F est une coge`bre fortement re´gulie`re, et x
une application line´aire de L dans les ope´rateurs invariants a` droite re´guliers
sur F .
D’autre part montrons que pour tout monoˆme lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in l’on a :
∆L ◦S
r(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) ∈ Ix⊗T (L)+T (L)⊗Ix+S
r⊗Sr ◦∆opL (l
j1
i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) .
En effet:
π ◦ Sr(lj1i1 ⊗ . . .⊗ l
jn
in ) = Y
jn
in ◦ .. ◦ Y
j1
i1
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∆L(Y
jn
in ◦ .. ◦ Y
j1
i1 ) =
∑
k1,..,kn
Y knin ◦ .. ◦ Y
k1
i1 ⊗ Y
jn
kn ◦ .. ◦ Y
j1
k1 ;
ce qui est e´gal dans Ux ⊗ Ux a` :
(π ⊗ π) ◦ (Sr ⊗ Sr)∆opL (l
j1
i1 ⊗ ..⊗ l
jn
in ) ;
donc pour tout e´le´ment w ∈ T (L) nous avons :
∆L(S
r(w)) = Sr ⊗ Sr ◦∆opL (w) modulo Ix ⊗ T (L) + T (L)⊗ Ix .
Soit R un sous-espace vectoriel de T (L) qui ve´rifie:
∆LR ⊂ R⊗ T (L) + T (L)⊗ R.
Alors,
∆LS
r(R) ⊂ Sr(R)⊗ T (L) + T (L)⊗ Sr(R) + Ix ⊗ T (L) + T (L)⊗ Ix .
Soit R0 un sous espace vectoriel de relations qui de´termine Ix (l’ide´al bi-
late`re engendre´ par R0 et l’ide´al Ix co¨ıncident), et qui soit un coide´al de la
bige`bre T (L)(∆L, ǫL) ;
Soit Rn =
∑
i∈(0,n)(S
r)(i)(R0) : par re´currence on montre que Rn ve´rifie :
∆LS
r(Rn) ⊂ I(Rn+1)⊗ T (L) + T (L)⊗ I(Rn+1)
et donc:
∆L(Rn+1) ⊂ I(Rn+1)⊗ T (L) + T (L)⊗ I(Rn+1)
ou` I(Rn)de´signe l’ide´al bilate`re engendre´ par Rn .
∪n∈NRn est donc le plus petit sous espace vectoriel de T (L) stable par
Sr , contenant R0 ; et l’ide´al engendre´ est bien un coide´al de la bige`bre :
T (L)(∆L, ǫL) .
L’alge`bre Hx = T (L)(∆L, ǫL)/Jx est une alge`bre de Hopf canoniquement
associe´e a` la bige`bre Ux du the´ore`me 3.2 .
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4 Crite`re pour qu’une bige`bre re´alise´e ad-
mette une alge`bre de Hopf associe´e .
Le the´ore`me suivant, plus abstrait, est e´nonce´ en partie pour e´viter toutes
confusions dans les e´tapes du the´ore`me 3.2 d’une part , et d’autre part pour
donner une condition abstraite qui permet de s’affranchir de la condition
impose´e dans les the´ore`mes 3.1 et 3.2 sur la coge`bre L d’eˆtre cotrigonale .
The´ore`me 4.1 Soit L et F deux coge`bres ve´rifiant :
a) L est une coge`bre de type fini.
b) F est une coge`bre fortement re´gulie`re.
Soit x : L → Invd,r(F, F ) une application line´aire de la coge`bre L dans
les ope´rateurs invariants a` droite re´guliers sur la coge`bre F .
Soit Ux(∆L, ǫL) la bige`bre donne´e par le the´ore`me 2.2, engendre´e par
l’identite´ de T (F ) dans T (F ) et les ope´rateurs X(l) :
X(l) ∈ Invd(T (F ), T (F ) ⊂ Hom(T (F ), T (F ))
Hypothe`se:
Supposons qu’il existe une solution dans Ux(∆L, ǫL) au syste`me d’e´quations:
∑
k
X(l
′
k) ◦ Y (l
′′
k) = ǫL(l)1Ux
∑
k
Y (l
′
k) ◦X(l
′′
k) = ǫL(l)1Ux
ou`
∆L(l) =
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k
Alors la solution (dans Ux ) est unique et ve´rifie
∆L(Y (l)) =
∑
k
Y (l
′′
k)⊗ Y (l
′
k)
Soit T (L)(∆L, ǫL) la bige`bre universelle et soit Ix l’ide´al associe´ par le
morphisme d’alge`bres :
π : lj1i1 ⊗ l
j2
i2 ⊗ . . .⊗ l
jn
in → X(l
j1
i1 ) ◦X(l
j2
i2 ) ◦ . . . ◦X(l
jn
in )
25
Soit S1 de L→ T (L) une application line´aire ve´rifiant:
π ◦ S1(l) = Y (l) , et soit :
Sr : T (L)→ T (L) l’extension de S1 par anti-homomorphisme ;
Alors :
A) l’ide´al Ix est un coide´al de T (L)(∆L, ǫL) .
B) Il existe un ide´al minimal : Jx , de la bige`bre libre T (L)(∆L, ǫL) ,
qui ve´rifie:
1) Ix ⊂ Jx ,
2) Jx est laisse´ invariant par S
r ,
3) Jx est un coide´al de la bige`bre T (L)(∆L, ǫL) .
C) Hx = T (L)(∆L, ǫL)/Jx est l’ alge`bre de Hopf, canoniquement as-
socie´e a` la bige`bre Ux(∆L, ǫL) .
La de´monstration est essentiellement celle du the´ore`me 3.2 . L’inte´reˆt des
the´ore`mes 3.1 et 3.2 est pre´cisemment de donner des conditions qui permet-
tent de montrer la validite´ de l’hypothe`se faite dans le the´ore`me 4.1 .
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